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Resume Dans cette Note on considere lequation de la chaleur lineaire u
t
u  axu dans
 T    u   sur  T    et u  u

sur  Ici  est un domaine borne et regulier
de R
N
 et on suppose a  L

loc
 a   et u

  Une condition simple sur le potentiel a
est necessaire et susante pour lexistence de solutions faibles positives globales en temps et a
croissance en temps au plus exponentielle On montre que cette condition reposant sur lexistence
dune inegalite de type Hardy avec poids ax est aussi presque necessaire pour lexistence de
solutions faibles positives et locales en temps En appliquant ces resultats a quelques potentiels
critiques on trouve des resultats nouveaux dexistence et dexplosion instantanee et totale
Existence versus instantaneous blowup
for linear heat equations with singular potentials
Abstract In this Note we consider the linear heat equation u
t
 u  axu in  T   
u   on  T    and u  u

on  where   R
N
is a smooth bounded domain We
assume that a  L

loc
 a   and u

  A simple condition on the potential a is necessary
and sucient for the existence of positive weak solutions that are global in time and grow at
most exponentially in time We show that this condition based on the existence of a Hardy type
inequality with weight ax is almost necessary for the local existence in time of positive weak
solutions Applying these results to some critical potentials we nd new results on existence
and on instantaneous and complete blowup of solutions
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u  axu in  T 





where  is a smooth bounded domain of R
N









that a   and u

  ae in  Note that a is time independent We only consider nonnegative
solutions of 












 we say that u   is a weak solution of  if for each   S  T  we have that
u  L























for all   C

 S with S   on  and    on  S  If T  we say that u is
a global weak solution
We dene the generalized rst eigenvalue of  ax in  by





















which could be  Our main results are the following 





 and some constants C and M  there






for all t   Then


a   
ii Suppose that 







  there exists a global
weak solution u  C L
















for all t  
THEOREM   Suppose that 

  	a    for some constant 	   Then for







  and u

	  there is no weak solution u   of 
Moreover there is instantaneous and complete blowup for  in the following sense 
For every n   set a
n




x n and let u
n
be the unique
global solution of  with a and u





 Then for all   






 ! uniformly in 
 T  as n

We apply these results to some specic equations with critical potentials First our method
provides a new and quite elementary proof of the following result of Baras and Goldstein 
Suppose that     R
N
 N   and ax  cjxj






	 For this potential  establishes the following 
a if c  c








b if c  c











	  Moreover there is instantaneous and complete blowup of approximate solutions
We obtain a and b through direct applications of Theorem ii and Theorem  respec



















Our second application is concerned with the case when   R
N
is of class C

 N   and
ax  cx

 Here c   is a constant and x  distx  For this problem we obtain
statements a and b above with c

 	 Here we use some recent Hardy type inequalities
proved in  and 
Finally recall that the results for the potential cjxj

requiredN   In dimensionN   we




is critical in the sense that the dichotomy
ab occurs with c
















u  axu dans  T 





dans un domaine  borne et regulier de R
N








 avec a   et
u

  presque partout dans  Remarquons que a est independant du temps On ne considere
ici que les solutions positives de 
En 	 Baras et Goldstein  ont considere le cas du potentiel ax  cjxj

 ou     R
N






alors pour tout u







 ou  est la plus petite racine de N  c
il existe une solution faible de  globale en temps En revanche si c  N  

	 alors pour







  et u

	  il nexiste pas de solution faible de  
de plus on a explosion instantanee et totale des solutions approchees de  Leur demonstration
dinexistence utilise la technique diteration de Moser ainsi quune inegalite de Sobolev avec poids
La constante critique c

N  N  





















Dans cette Note on considere des potentiels ax arbitraires et on etablit des relations similaires
entre lexistence de solution et la validite dune inegalite de type Hardy avec poids ax En
particulier on donne une demonstration nouvelle et assez simple du resultat dinexistence de Baras
et Goldstein On obtient aussi des resultats nouveaux en considerant dautres potentiels singuliers
critiques











Dans la suite on dit que u   est une solution faible de  si pour tout   S  T  on a
u  L























pour tout   C

 S  tel que S   sur  et    sur  S  Notons quune telle
solution satisfait u  C T  L

 Si T   on dit que u est une solution faible globale de

On introduit la premiere valeur propre generalisee de loperateur  ax denie par





















qui eventuellement peut "etre  La condition 

a    traduit lexistence dune inegalite





















Notre premier resultat montre que 

a    est une condition necessaire et susante pour











 des constantes C et M  et une







pour tout t   
Alors 

a   
ii Supposons que 







  il existe une
solution faible u  C L
















pour tout t   	
Notre deuxieme resultat enonce que la condition 

  	a    pour tout 	   est





EME   Supposons quil existe une constante 	   telle que 

 	a   







  et u

	  il nexiste aucune solution faible
u   de  De plus on a explosion instantanee et totale pour lequation  au sens suivant 
Soit pour chaque n   a
n

































On a alors pour tout   






 ! uniformement sur 
 T  quand n


Elements de demonstration des Theoremes  et  Condition susante  Il est assez standard
detablir lexistence globale dune solution faible sous lhypothese 








les suites denies dans le Theoreme  Alors en multipliant  par u
n
et en integrant


































pour tout t   On obtient ainsi lestimation 	 ou u est remplace par u
n
 ce qui donne une
borne uniforme en n sur la suite u
n
 Par convergence monotone la limite u de la suite u
n
est
solution faible de  voir  et 

Conditions necessaires  Supposons que u   soit une solution faible de  sur  T 
Soit   u
n
 u la solution de  Par convergence monotone la limite u de la suite u
n
existe
elle satisfait   u  u et u est solution faible de  u est la solution minimale de  Les





























































































































 et en faisant n 
























t  T tu
n
 c sur supp avec c   independent de n par le principe du
maximum fort pour le semigroupe T t associe a 
t
















 pour i   
On indique maintenant comment prouver les conditions necessaires des Theoremes  et  a








  En utilisant linegalite








































!Mt En faisant t
 !
on obtient donc 

a  M 











  p   En e#et on a ut  L

 et ut  T tu

 ct avec ct   pour tout
  t  T voir Lemme  dans 
 Cela implique que logut  L
p







 on deduit que pour tout 	   il existe une constante C	


































a    Lexplosion instantanee et totale resulte de la non
existence de solution faible par les arguments de Martel 
 portant sur les solutions faibles voir
aussi Baras et Goldstein  et Peral et Vazquez 
Dans ce qui suit on donne quelques applications des Theoremes  et 
i a  L
p
 avec p  N Il est bien connu que si a  L
p
 avec p  N alors






 il existe une solution faible globale de  
voir lappendice de Brezis et Cazenave  pour des resultats precis dexistence et unicite dans le
cas a  at x avec a  L

 T  L
p
 et p  N
ii ax  cjxj

 Supposons que     R
N









N  N  

	 Dautre part il est




    pour tout c  c

N voir 	 En appliquant les





a si c  c








b si c  c








  et u

	   nadmet pas de solution faible
locale De plus on a explosion instantanee et totale pour lequation 
On retrouve donc le resultat dinexistence b de Baras et Goldstein  cite au debut de cette
Note Le resultat dexistence a est aussi contenu dans 

iii ax  c

x Ceci est un potentiel interessant qui a notre connaissance na pas ete
considere dans le cadre de lequation  On suppose que   R
N
est de classe C

 N   et
c   est une constante Rappelons que x  distx  Pour ce probleme on obtient les
propositions a et b cidessus avec c

 	






















Quand    il est connu que la constante optimale c  c dans 


satisfait   c  	
En outre on sait que c  	 pour certains domaines reguliers voir   Cependant Brezis




soit vraie avec c  	 On obtient alors le resultat dexistence a pour tout c  	 Dautre




    voir  et on en deduit la proposition b
iv ax  cjxj

  log jxj

 N   Rappelons que lon a suppose N   dans les
resultats de ii sur le potentiel cjxj

 En dimension N   on demontre que le potentiel
ax  cjxj

  log jxj

est critique au sens quil existe des solutions faibles positives de
 si et seulement si c  c















dimension N   Ceci sera demontre dans une prochaine publication 
Dans  on donnera egalement des applications des methodes de cette Note a des problemes
quasilineaires et semilineaires On etudiera aussi des questions dunicite et regularite des solutions
de quelques problemes consideres dans ce travail
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